
Практикалық cабақ   №4 

Тақырыбы: Көп айнымалы функцияның экстремумы. 

Мақсаты: Көп айнымалы функцияны экстремумге зерттеу. 

 

Мысал 1. 2244 2 yxyxyxz   функциясын экстремумге зерттеу 

керек. 

Шешуі: z  функциясының дербес туындыларын есептейік: 

yxxzx 224 3  , yxyz y 224 3  .  Стационар нүктелер 

0224 3  yxx , 0224 3  yxy  

жүйесінен табылады. 

Осы жүйенің үш шешімі бар: 01 x , 01 y , 12 x , 12 y , 13 x , 

13 y . Локальді экстремумның жеткілікті шарттын тексеру үшін екінші ретті 

дербес туындыларды есептейік 212 2  xzA xx , 2 xyzB , 

212 2  yzC yy , онда 

4)212)(212(),( 222  yxBACyx . 

0)0,0(   болғандықтан экстремум бар болатынын анықтау үшін )0,0(  

нүктесіндегі z  функциясының өсімшесін қарастырайіқ: )0,0(),()0,0( zkhzz  . 

Егер hk   болса, мұндағы 20  h , онда   022)0,0( 22  hhz . Егер де 

hk   болса, мұндағы 0h , онда 02)0,0( 4  hz . 

Сонымен, )0,0(z  өсімшесі әртүрлі таңбалы мәндерді қабылдайды, 

сондықтан 01 x , 01 y  болғанда экстремум жоқ. 

)1,1(   және )1,1(  нүктелерінде 096  , сонымен бірге 010 A  

болғандықтан осы нүктелер функцияның минимум нүктелері және  2min z . 

Мысал 2. 1yxz 22   функциясын экстремумға зерттейік. 

Шешуі: Дербес туындыларын табайық: 

0y,0x0y2,0x2;y2z,x2z yx  . 

Демек )0,0(M0  нүктесі күдікті нүкте. Енді екінші ретті дербес туындыларын 

тауып )0,0(M0  нүктесіндегі мәнін есептейміз: 0z;2z,2z xyyуxx  . 

Сонда 04
20

02
 . Ендеше )0,0(M0  нүктесі берілген функцияның 

минимум нүктесі болады және 1)M(z 0min  . 

Мысал 3. y3x46z   функциясының байланыс теңдеуі 1yx 22   

болатын шартты экстремумын табу керек. 



Шешуі: 01yx 22   теңдеуіне сәйкес шарты экстремумын табу үшін 

Лагранж функциясын құрамыз:    1yxy3x46)y,x( 22  . 

Сонда .1yx,y23
y

,x24
x
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Демек, мына теңдіктер орындалуы керек: 
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Осыдан 
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5
111   және 

5

3
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4
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, сондықтан, егер 
5

3
y,

5

4
x,

2

5
  деп 

алсақ, .5C,0B,5A   Яғни, 025BAC 2   және 0A  . Демек, бұл 

нүктеде функцияның шартты минимумы бар болады. 

Ал 
5

3
y,

5

4
x,

2

5
  болса, онда .5C,0B,5A   Яғни, 

025BAC 2   және 0A  . Ендеше бұл нүктеде функцияның шартты 

максимумы бар болады. 

Сонымен  1
5

9

5

16
6z,11

5

9

5

16
6z minmax  . 

Мысал 4. x4yxz 22   функциясының мына 0x,9yx 22    

аймақтағы ең кіші және ең үлкен мәндерін табу керек. 

Шешуі: Күдікті нүктелерін табамыз: 









0y2z

04x2z

y

x
 

Осыдан 0y,2x  . Күдікті нүкте )0,2(M0  және   4242Mz 2
0  . 

Шеңбер доғасының бойында 22 x9y  , сондықтан 

  9x4x2x9x4xz 222  . Осы бір айнымалды функцияның  3;0  

кесіндісіндегі ең үлкен және ең кіші мәндерін табамыз. 4x4zx   

болғандықтан 1x1   күдікті нүкте. Бұл мәнге шеңбердің екі нүктесі сәйкес 

келеді. )8,1(M),8,1(M 21  .     1191412MzMz 2
21  . Кесіндінің 

шеткі нүктелеріне мына нүктелер сәйкес келеді: )0,3(M),3,0(M),3,0(M 543  , 

      393432Mz,990402MzMz 2
543  . Сол сияқты z 

функцияның 0x   шекарадағы өзгерісін қарастырамыз.  Бұл жағдайда 



.0yy2z,3y3,yz y
2   Функция өзінің ең үлкен және ең кіші 

мәндерін келесі нүктелерде қабылдауы мүмкін: ),3,0(M3   ),3,0(M4  )0,0(M6 . 

Бұл нүктелерде       ,9MzMz 43     0Mz 6  . Ендеше 

     110;3;9;11;4minMzminzmin i  , 

     00;3;9;11;4maxMzmaxzmax i  . 
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